
Ñòåïåíü âõîæäåíèÿ

Ïîêàçàòåëè a1, a2, . . . ak â ðàçëîæåíèè n = pa11 pa22 . . . pakk íàçûâàþòñÿ ñòå-

ïåíÿìè âõîæäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pk â ÷èñëî n. Ñòåïåíü âõîæäåíèÿ

ïðîñòîãî ÷èñëà p â n îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç vp(n)
1. Äîêàæèòå, ÷òî vp(a + b) ⩾ min(vp(a), vp(b)), ïðè÷¼ì, åñëè vp(a) ̸= vp(b), òî

ýòî íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (íî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî).

2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k + 3 áåñêîíå÷íî ìíîãî.

4. Ñóùåñòâóåò ëè áåñêîíå÷íàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî

èç ïðîñòûõ ÷èñåë?

5. ×åìó ðàâíû ÍÎÄ è ÍÎÊ ÷èñåë pa11 pa22 . . . pakk è pb11 pb22 . . . pbkk ?

6. Äîêàæèòå òîæäåñòâî ÍÎÄ(a, b) ·ÍÎÊ(a, b) = a · b.
7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b è c âåðíî ðàâåíñòâî

ÍÎÄ(ÍÎÊ(a,b),ÍÎÊ(b,c),ÍÎÊ(c,a))=ÍÎÊ(ÍÎÄ(a,b),ÍÎÄ(b,c),ÍÎÄ(c,a)).

8. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÊ(a, b)+ÍÎÄ(a, b) ⩾ a+b âåðíî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë a è b. Êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî?

9. Ôîðìóëà Ëåæàíäðà. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è íà-

òóðàëüíîãî ÷èñëà n âðåíî ðàâåíñòâî vp(n!) = ⌊np ⌋+ ⌊ n
p2
⌋+ ⌊ n

p3
⌋+ . . .

10. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî vp(n!) =
n−sp(n)

p−1 , ãäå ÷åðåç sp îáîçíà÷åíà ñóììà öèôð

÷èñëà n â p-è÷íîé çàïèñè.

11. ×èñëà x, y, z ∈ N òàêîâû, ÷òî ñóììà xy2

z + y3z4

x + z5x6

y � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ÍÎÊ(a, b) ̸= ÍÎÊ(a+c, b+c) ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a, b, c.

13. Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ⩾ 3 ÷åðåç α1, α2, . . . , αk îáîçíà÷èì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ñòåïåíåé â ðàçëîæåíèè n! = pα1
1 pα2

2 . . . pαk
k , ãäå p1 < p2 < . . . < pk

� ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n ⩾ 3, äëÿ êîòîðûõ

α1, α2, . . . , αk � ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ.

14. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, c è d òàêèå, ÷òî ad ̸= bc è ÍÎÄ(a, b, c, d) = 1.
Ìíîæåñòâî S ñîñòîèò èç âñåõ çíà÷åíèé âûðàæåíèÿ ÍÎÄ(an+b, cn+d), êîãäà
n ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî

S ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ äåëèòåëåé íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.


